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Annotatsiya:  Ushbu  maqolada matematik  analizdagi  uzluksiz,
differensiyallanuvchi va integrallanuvchi funksiyalar xossalari yordamida ayrim
olimpiada masalalari yechilishini ko rib chigamiz. Bu yerdagi olimpiada masalalari
talabalar o ‘rtasida o ‘tkazilgan xalgaro matematika olimpiadalaridan olingan.
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THE USE OF PROPERTIES OF CONTINUOUS, DIFFERENTIABLE, AND
INTEGRABLE FUNCTIONS TO SOLVE SOME OLYMPIAD PROBLEMS

Abstract: This article is about using properties of continuous, differentiable, and
integrable functions in mathematical analysis to solve some math problems. The
olympiad problems in this article are taken from the previous international students'
math olympiads.
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1. Uzluksiz funksiyalar xossalarining qo ‘llanilishi

f funksiyaning x, nugtadagi limiti funksiyaning shu nuqtadagi giymatif (x,)
ga teng bo‘lsa bu funksiya ushbu nuqtada uzluksiz deb ataladi. Aniglanish sohasining
har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lgan funksiya uzluksiz funksiya deb ataladi.

1-masala. f(0) = 1 vaVx € R uchun f(2x) — f(x) = xni ganoatlantiruvchi
barcha
f:R - R uzluksiz funksiyalarni toping.

Yechilishi. Funksional tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
x X,
fO-fG)=5%
Xuddi shunday quyidagilarni hosil gilamiz:
X X X
rG)-rG)=3%
x
8

G-

X X X
f (zn—l) —f (2_n) o
Yugoridagi tengliklarni qo‘shib quyidagi tenglikka erishamiz
1 1 1
ICRICERCERE)
bunda n cheksizga intilganda f(x) — 1 = x ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun

f(x) = x + 1 yagona yechim.
2-masala. Vx € R uchun f(x) = f(x?) ni ganoatlantiruvchi f: R - R
uzluksiz
funksiya berilgan bo‘lsin. f funksiyaning o‘zgarmas funksiya ekanligini isbotlang.
Yechilishi. Masala shartiga binoan f(x) = f(—x) ni hosil gilamiz. Shu
sababli,

fni [0, 00) da o‘zgarmaslikka tekshirish yetarli. x = Ouchun ushbu (x,) = 0 rekursiv

ketma-ketlikni aniglaymiz, bunda x, = x va x4, = /x,,,n = 0. U holda

fxo) = f(x1) = fxz) =..= f(limxy).
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Hamda lim x,, = 1, agar x > Obo‘Isa. Bundan kelib chiqadiki f o‘zgarmas funksiya

n—oo

va masala yechildi.

2. Differensiallanuvchi funksiyalar xossalarining qo ‘llanilishi

Roll teoremasi. Agar f: [a, b] — R funksiya [a, b] da uzluksiz, (a, b)
intervalda
differensiallanuvchi va f (a) = f(b) o‘rinli bo‘lsa , u holda 3c € (a, b) bunda
fiic)=0
bajariladi.

1-masala. Lejandr polinomining (—1,1) intervalda n ta turli ildizi borligini

isbotlang:

dn
Pu(x) = 7 (2 = 1)"

Yechilishi. Polinom funksiyani quyidagicha olaylik : Q,,(x) = (x? — 1)™.
Ushbu
ko‘phad n karrali x = 1 va x = —1 ildizlarga ega. Shuning uchun ixtiyoriy k < n
uchun
k - tartibli hosila Q¥ (x) 1 va -1 kabi ildizlari bor. Induksiya usuli orqali kga
nisbatan
(1 < k <n) QY (x) ning (—1,1) da k ta turli ildizlari borligini isbotlaymiz.

Roll teoremasiga ko‘ra bu k = 1uchun orinli. Faraz gilaylik bu xossa k < n
uchun o‘rinli bo‘lsin va k + 1 uchun isbotlaylik. Q% (x) ko‘phad k + 2ta ildizga
ega,
bunda x, = -1 < x; <...< xj, < x;4+1 = 1. Roll teoremasiga ko‘ra ixtiyoriy ikkita
ketma-ket
keluvchi ildizlar orasida Q*" (x) ning ildizi mavjud. Shu sababli Q%" (x)
ko‘phad k + 1
ta turli -1 va 1 orasida yotuvchi ildizlari mavjud. Bu esa induksiyani ganoatlantiradi.
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2-masala. P(x) = x* —V7x3 + 4x? — \/22x + 15 ko‘phadning barcha
ildizlari haqiqiy
emasligini isbotlang.

Yechilishi. Agar P(x) ko‘phadning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, unda Roll
teoremasiga ko‘ra P'(x) ko‘phadning barcha 3 ta ildizi haqiqiy, natijada
P"(x) = 12x? — 67/7x + 8 ko‘phadning har ikkala ildizi haqiqiyligi kelib chigadi.
Lekin bu
kvadratik ko‘phadning diskriminanti -132 va bu manfiy, shu sababli u kompleks
ildizlarga ega. Ushbu ziddiyatdan P(x) ko‘phadning barcha ildizlari haqiqiy emasligi
kelib chigadi.

3. Integrallanuvchi funksiyalar xossalarining qo ‘llanilishi

Xossa. Agar f:[a, b] = R musbat, uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda quyidagi

tengsizlik o‘rinli:

[ f(xdx =0
bunda tenglik fagat va fagat f aynan nolga teng bo‘lgandagina o‘rinli.
1-masala. Quyidagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha f:[0,1] - R
uzluksiz

funksiyalarni toping:

[y FOOdx = 3+ [ f2(x?)dx

Yechilishi. Birinchidan, ikkala integral ostidagi funksiyalar o‘zgaruvchilarini

bir o‘zgaruvchiga keltirishimiz kerak. Birinchi integraldagi almashtirish tufayli

I} 01 f(x?)2xdx integralga ega bo‘lamiz. Endi esa, § ni integral ko‘rinishida yozsak,
[ 01 x%dxga ega bo‘lamiz. Natijada berilgan tenglik quyidagicha bo‘ladi:

j12xf(x2)dx =j1x2dx + jlfz(xz)dx
0 0 0

bu esa ushbu tenglikka teng kuchli

fl[fz(xz) —2xf(x*) + x?]dx =0
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Integral ostidagi funksiya nomanfiy, chunki f2(x?) — 2xf(x?) + x? =
(f(x*) — %)%
Shuning uchun yuqoridagi xossa bo‘yicha f(x?) = xga ega bo‘lamiz, bundan esa
f(x) = +/x yagona yechimni topamiz.

2-masala. Quyidagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi f:[0,1] = R uzluksiz
funksiyalarni aniglang:

fo (= Fydx = =

Yechilishi. Masala shartidagi tenglama quyidagicha gayta yozilishi mumkin,

) 01 (xf(x) — f2(x))dx = | 01 3;—2 dx. Hamma qo‘shiluvchilarni bir tomonga

o‘tkazamiz:

[ (F200 - xf ) + ) dx =0

bundan , yuqoridagi xossa bo‘yicha f(x) = g,x € [0,1] ni hosil gilamiz.
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