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АННОТАЦИЯ 

В работе рассматриваются краевые задачи для уравнений с неоднородной 

структурой, которые являются важным классом математических задач, 

возникающих в различных прикладных областях. Исследуются методы решения 

таких задач, включая анализ существования и единственности решений, а 

также особенности поведения решений в зависимости от характеристик 

неоднородности. Приводятся примеры из физики, инженерии и других 

дисциплин, где данные уравнения находят практическое применение. 

Исследования неклассических уравнений математической физики сравнительно 

новое направление в теории краевых задач. Особый интерес эти задачи 

представляют в связи с их приложением к различным задачам механики и 

физики. Различные классы таких задач подробно исследованы в работах 

А.В.Бицадзе, В.Н.Врагова [1], Ф.М.Муминова [2]. 
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Введение 

Краевые задачи для уравнений с неоднородной структурой представляют 

собой важный раздел математического анализа, охватывающий широкий спектр 

задач, возникающих в различных прикладных областях науки и техники. Эти 

уравнения включают как уравнения в частных производных, так и уравнения с 

переменными коэффициентами, что делает их решение более сложным и 

многогранным. 
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Современные исследования в этой области сосредоточены на анализе 

существования и уникальности решений краевых задач, а также на разработке 

эффективных численных методов для их решения. Уравнения с неоднородной 

структурой встречаются в моделировании физических процессов, таких как 

теплопередача, деформация материалов и динамика жидкостей, а также в 

инженерных приложениях, связанных с проектированием и оптимизацией 

различных систем[1]-[2]. 

 

Анализ краевых задач для уравнений смешанного типа в ограниченных 

областях: условия существования решений и их особенности 

Пусть pG R −  ограниченная область переменных 1 2( , ,..., )px x x x=  с 

гладкой границей  . В области (0; )D G T=   рассмотрим уравнение [3]-[5] 

( ) ( , ) ( , ) ( ; ).tt x tLu K t u u x t u c x t u f x t +  + + =                          (1) 

Предположим, что коэффициенты оператора L −  достаточно гладкая в D  

функции. Уравнение (1) в различных частях области D  может быть 

эллиптического, параболического и гиперболического типов в зависимости 

знака функции ( )K t  на (0; )T  [6]-[8]. Постановка краевых задач для уравнения 

(1) существенно зависит от знака ( )K t  при 0t =  и t T= . 

Рассмотрим следующие задачи: 

Найти решение уравнения (1) в области D , удовлетворяющее условиям 0u

=  и  

1) если ( ) 0 (0)K t K  , то  

( , ) ( ,0)u x T u x=                                                            (2) 

2) если (0) 0, ( ) 0K K T  , то 

( , ) ( ,0),

( ,0) ( , ).t t

u x T u x

u x mu x T

=

=
                                                          (3) 

3) если (0) 0, ( ) 0K K T  , то 

( , ) ( ,0),

( , ) ( ,0).t t

u x T u x

u x T nu x

=

=
                                                           (4) 

4) если (0) 0 ( )K K T  , то 
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( , ) ( ,0),

( ,0) ( , ) 0.t t

u x T u x

u x u x T

=

= =
                                                       (5) 

Всюду ниже будет предполагать, что 1 1−   . Рассмотрим вначале случай 

1  .  

Обозначим через ( )H D  пространство, образованное замыканием гладких в D  

функций по норме [6-8] 

( )( ) '
2

1

22
2 2 , 2.tt xH W

D

u k u D u dD u 
 

= + + = 
 
  

Теорема. Пусть 2 2( ), ( )xf L D f L D   , ( , ) 0,f x t x =   в области D  

выполнено условие [9-12] 

1

1
( , ) ( ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0

2
tx t K t c x t c x t −   −  −                             (6) 

и существует постоянная : 0 max ( )
t

K t     такая, что 

/2 ( ,0)
max

( , )

T

x

c x
e

c x T

 − ,  

/2 /2( ) (0)
,

(0) ( )

T TK T K
m e n e

K K T

 − −  .                                          (7) 

Тогда существует единственное решение задач (1)-(4) из пространство ( )H D . 

Если дополнительно известно, что 2 ( )tf L D  и в области D   

1
( , ) ( ) 0,

2
tx t K t +                                                        (8) 

то решения задач (1)-(4) будут такие, что ( )2

2 1 2( , ) ,u W G t t   где 

( ) 0, ( 1,2)iK t i = .  

Доказательство. Рассмотрим регуляризованное уравнение 

, 0,t

tttL u u e Lu f   

  − − + =                                       (9) 

и задачи: найти решение уравнения (9) в области D , удовлетворяющее 

условиям: 
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[0, ]
0

T
u


=  и в случае задачи (1) [13-16]: 

( , ) ( ,0),

( , ) ( ,0), ( , ) ( ,0),T

t t tt tt

u x T u x

u x T u x u x T e u x

 

   


−

=

= =
                        (10) 

в случае задачи 2)- 

( , ) ( ,0), ( ,0) ( , ),

( , ) ( ,0),

t t

tt tt

u x T u x u x mu x T

u x T mu x

   

 

= =

=
                           (11) 

в случае задачи 3)- 

( , ) ( ,0), ( , ) ( ,0),

( , ) ( ,0),

t t

tt tt

u x T u x u x T nu x

nu x T u x

   

 

= =

=
                                (12) 

в случае задачи 4)- 

( , ) ( ,0), ( ,0) ( , ) 0.t tu x T u x u x u x T   = = =                                 (13) 

Решения задачи (9), (10)-(13) будем искать в виде (индекс   опускаем) 

1

( , ) ( ) ( ),k k

k

u x t C t x


  
=

=  

где  ( )k x  базис пространства 2 '

2 2( ) ( )W G W G  составленной из собственных 

функций задачи 

, 0.x k k k k 
   − = =  

Функции ( )kC t  определим из системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

, 1, ,k k

G G

L u dG fdG k

  = =                                      (14) 

и условий (10)-(13) (в зависимости от задачи), где вместо ( , )u x t
 стоит 

( ), ( 1, )kC t k = .  

Разрешимость задача (14) с соответствующими краевыми условиями следует из 

общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Из (14) 
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2

2 2

2 2 2

( )

1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1
( )( ) [ ( ) ( ) ] .

2 2

t t

t t tt

D D D

t t

t t x

D D

t t

t t t

D

u fe dD u e L u dD u dD

K k e u dD u e dD

C C u e dD k u C u e n dT

     



   

    









= = +

+ − − +  −

− + − +

  

 

 

 

Используя условия (6) и граничные условия получим при 0 max ( )K t     

2 2 2

2 22
.

2 2

t

t tt t xL L L
D

u e fdD u u u    
 + +   

Следовательно  

2
22 2

2 2 2
.tt LW L

u u C f +                                                (15) 

Здесь и далее через с обозначим, вообще говоря различные положительные 

постоянные, не зависящие от   и  . 

Аналогично из (14) 

22 2 2

2 2 2 2
.

2 2

t t

x t x t x tt x t x LL L L
D D

u e fdD u e L u dD u u u C f       



 
 =    +  +  −   

Отсюда 

2 22 2

.x t x xL LL L
u u C f f    +   + 

 
                        (16) 

Получим теперь равномерные по   и   оценки ttu  вблизи оснований цилиндра 

D  в случае граничных условий (11)-(13). Рассмотрим функцию ( ) [0, ]i t C T   

[17-19] 

1

2

1, 0 ,
2

( ) 0, ,

, , 0, 0 0.
2

t

t

t t T

e
T t T при m и при m

m





  




 


=   −

 −    =

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2

2

1, ,
2

( ) 0, ,

, 0 , 0, 0 0.
2

T

T t T

t t T

e
t при n и при n

n





  

−


− −  


=   −

    =


 

3 3

3

1, 0 ,
2

( ) 0, , ( ) 0, 0 6 ,

1, , ( ) 0, .
2

t

t t T t t

T t T t T t T



    


 


 


=   −   

− −    −  


 

Здесь   выбрано так, чтобы 0 2 T  , и если (0) 0K   и ( ) 0K T  , то 0( )K t k

, при 0 ,t T t T   −    соответственно. Если u  удовлетворяет условиям 

(11) (соответственно (12), или (13)), то из (14) 

2

221
( )

2
tt i tt i i tt L

D D D

u fdD u L u dD k u dD C f   

  =  −   . 

Отсюда 

2
2

i tt L
L

u C f  ,                                                (17) 

где 1i =  (соответственно 2i = , или 3i = ). 

Из ограниченной в пространстве ( )H D  последовательности  u

  извлечен 

слабосходящуюся к функции и подпоследовательности  i
i

u


 . Из равенств (14) 

после предельного переходя при , 0i i → →  получим  

( ) ( ) 0t t x t

D D

u kv dD u u Cu f vdD− +  + + − =   

для всякой функции 2 2, , ( ,0) ( , ) 0tv L v L v x v x T  = = .  

Следовательно, u −  решение задачи (9), (10), (9)-(13) и ( )u H D . 

Единственности полученных решений следует из неравенства 

2

2t

t t L

D

u e LudD C u  , 

которое доказывается интегрированиям по частям. 
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Граничные условия (3)-(5) задач 2) – 4) на tu , очевидно, выполнены, так как 

вблизи оснований цилиндра D  из оценок (17) следует, что 2ttu L .  

Пусть теперь выполнено условие (8) теоремы. Так же как в (17) получим оценки 

ttu  в 2L  в окрестности плоскостей 1t t= , где 1 20 t t T    и ( ) 0iK t  . Пусть 

( ) [0, ]t C T  :  

1 2

1 2 2

1, ,
( )

0, 0 , .

t t t
t

t t t t T


 

 
= 

  − +  
 

Здесь 1 0  −  достаточно мало. Из (14)  

2

22( )ttt ttt tt L

D D D

u fdD u L u dD u dD C f   

   − = −  −   . 

Отсюда  

2
2

tt LL
u C f  .                                                (18) 

Из (18) следует, что для предельной функции 2 1 2, ( ( , ))ttu u L G t t   . Теорема 

доказана.  
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