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ANNOTATSIYA

Bir jinsli parobolik tipli tenglamalarni yechishning juda ko‘p wusullarini
ko‘rganmiz. Magqolada bir jinsli bo‘lmagan jismning ya’ni, sterjenning issiqlik
manbaalari ta’siri kuzatilgan holi ko‘rib chiqilgan. Maqolada sterjenda issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasini Furye usuli ya’ni, o‘zgaruvchilarni ajiratish usuli
yordamida yechishni analitik va sonli usullarni qo‘llash yordamida algoritmi batafsil
yoritilgan.

Kalit so‘zlar: Issiglik targalishi, sterjen, Shturm-Liuvill formulasi, Eyler
formulasi, Furye gatori, nugtaviy issiqlik manbai.

PEHNIEHUE HEOJHOPOJHOI'O YPABHEHUA PACIIPEAEJIEHUSA
TEIIJIOB C UCITIOJIB3OBAHUEM METO/JIA ®YPBE (PA3AEJEHUA
INEPEMEHHDBIX)

AHHOTAIUA

Mpbl BHIETHM MHOTO CIOCOOOB pEHICHUS OJHOPOAHBIX MMapaOOTUYECKUX
ypaBHeHMI. B cTaThe HaOMI0an0Ch BIUSHUE HCTOYHUKOB TEIUIa HEOJHOPOJHOIO
Tena, TO €cTh ocerpa. B craThe moapoOHO OMMCaH alIrOpUTM pEIICHHs] YpaBHEHUS
Teroo0MeHa B oceTpe MeTosioM Dypbe, TO €CTh METOAOM pa3zesieHUs IEPEMEHHBIX,
C MCIOJb30BAHNEM AHAIUTUYECKUX U YHCIEHHBIX METO/OB.

KuroueBsie cioBa: Jluddysus temna, crepren, popmyna Lrypma-JInyBumis,
bopmyna Diinepa, psg Oypbe, TOUEUHbIN UICTOYHUK TEILIA.
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SOLUTION OF THE INHOMOGENOUS HEAT DISTRIBUTION
EQUATION USING THE FOURIER (SEPARATION OF VARIABLES)
METHOD

ANNOTATION

We have seen many ways to solve homogeneous parabolic equations. In the
article, the effect of heat sources of a non-homogeneous body, that is, a sturgeon, was
observed. The article describes in detail the algorithm for solving the equation of heat
transfer in a sturgeon using the Fourier method, that is, the method of separation of
variables, using analytical and numerical methods.

Key words: Heat diffusion, stergen, Sturm-Liouville formula, Eyler’s formula,
Furye series, point heat source.

KIRISH:

Tabiatda aksariyat hollarda voqgeylik harakat bilan bog‘liq bo‘lsa, tabiiy
vogiylikni matematik modelini tuzib uni yechishdiffernsiyal tenglamalarni yechishga
keltiriladi. Ko‘p xollarda issiqlik tarqalishi diffuziya to‘lqin tarqalishi tor tebranishi va
hokazo hollarni matemanik modeli matematik fizika tenglamalari issiglik targalishi
tenglamasi (parabolik) to‘lqin tarqalishi tenglamasi (elliptik), tor tebranishi tenglamasi
(gipirbolik) kabi tenglamalar gatnashgan masalalarni yechishga keltiriladi.

Biz bu maqolada chekli uzunlikdagi sterjenda qo‘yilgan aralash masalalarning limitik
holi sifatida aniglangan chegaralanmagan uzunlikdagi sterjenda issiglik tarqgalish
tenglamasiga qo‘yilgan Koshi masalasining yechimi xuddi giperbolik tenglamalar
uchun  chegaraviy  masalalarni  yechishda  qo‘llanilgan  o°‘zgaruvchilarni
almashtirishyoki Furye usuli yordamida topilib, yechim Puasson integrali deb
ataluvchi integral shaklida tasvirlanishini o‘rgandik.
ADABIYOTLAR TAHLILI VA METODOLOGIYA

Klassik olimlar: Krasovskiy, Tahonov.A.A Samariskiy, Butkavskiy.A.G* Marguk
... va hokazo olimlar shu masalalar bilan shug‘ullanuvchilar bo‘lishgan.

Texnologik yechimlar effettuvligi ko‘p hollarda issiqlik almashinuvi holatini
aniq va chuqur o‘rganishga bog‘liq. Bundan tashqari ko‘proq ekspremental izlanishlar
axamiyat berilmoqda. Izlanishlar shuni ko‘rsatadiki yuqoridagilarga asos bo‘lib
issiglik targalishi teskari masalasini yechish hizmat giladi va aksariyat hollarda yechish
usuli natijani olishni yagona usuli bo‘ladi teskari masalalarni yechish usuli nochiziqli
nostatsionar qiyin bo‘lgan issiqlik almashinish protsesslarini o‘rganishga imkoniyat
beradi. Bu usulda axborotlar ko‘lami keng bo‘lib voqgeylikka imkon qadar yaqin
eksperimental izlanishlarga imkon beradi.
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Bir jinsli parobolik tipli tenglamalarni Furye (o‘zgaruvchilarni ajiratish) usuli
yordamida yechish usulidan foydalanib issiglik tarqalishning bir jinsli bo‘lmagan
ya’ni, sterjenda issiqlik manbaalari ta’siri kuzatilgan holini ko‘rib chigamiz:

Uy = a2U, +(X,t), 0<x<I, t>0 (1)
tenglamani va

U(x,0)=0, 0<x<I (2)
boshlang‘ich hamda

U(0,t)=0, U(1,t)=0,t>0 (3)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi nuqtaga xos bir jinsli bo‘lmagan tenglama
yechimi topilsin (aynan nolmas).
Bu masala yechimini

UX,H=T()X(x) (4)

ko‘rinishida axtaramiz. (4) ni (1) ga qo‘yamiz:

T’ (H)X(x)=a’T()X"(x); 5)

(5) ifodani (4) ga bo‘lamiz.

O _ 2 X0

T X (©)

(6) ning chap va o‘ng tomonini alohida o‘zgaruvchilardan iborat bo‘lgani uchun (6)
tenglik

M _ 22X i T’ -

o -2 % A yoki T’(t)+ AT(t)=0, (7)

hamda

a2 XX(—S;) = — yoki a?X"*(x)+ AX(x)=0 (8)

larga ega bo‘ladi. Bu tengliklar A >0 uchun o‘rinli. Shuning uchun A ning o‘rniga A?
yozamiz.

Bu tenglamalarni (2)-(3)-shartlarda qarasak, oddiy differensial tenglama uchun
quyidagi Shturm-Liuvill masalasini hosil gilamiz:

{T’(t) + AT =0 0
T(0) =0
{aZX"(X) + A2X(x) =0 an
X(0)=0 X(D)=0

Navbatda (1) va (II) Shturm-Liuvill masalalarini yechamiz. Dastlab (1) ni yechamiz.
(1) ning yechimi

X(X)= eX*, 9)

bo‘lsin. Bu yerda k hozircha noma’lum son-parametr. (9) ni (Il) ning 1-tenglamasiga
qo‘yamiz. [2]

a’k?ef* + A%ek*=0

a’k?+ A2 =0
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2 _ _ N

kKo=-2

k= +2

Eyler formulasiga ko‘ra (e'® = cos¢ + isin¢):
e MX=A, cos Ax +Bisin Ax

My A LA
ea "=A,C0S T X +B,isIn T X
Yuqoridagilardan
X(X)= A cos Ax +B sin Ax (10)
kelib chigadi. X(0)=0 chegaraviy shartni (1) tenglamaga qo‘ysak, X(0)=A cos (A -
0) +Bsin (A-0)
vasin(A-0) =0
hamdacos (A-0) =1
ekanligidan A=0 kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki

X(X)=Bsin Ax (12).
X()=0 chegaraviy shartni (11) tenglamaga qo‘yib, X(I)=Bsin A1=0 tenglikni hosil
gilamiz. B0 ekanligidan sin Al=0 hosil bo‘ladi. Bundan A ni topsak:

Al = nm 7\:“1—“.

Hosil bo‘lgan A ning qiymatini (11) tenglamaga qo‘yib,
X(x)=sin—=x (12)
ifodani hosil gilamiz.
nm

Huddi shunday T(t)=e*t almashtirish olib, T(t) funksiyani topamiz. A = -

bo‘lgani uchun T(t) funksiya sonli gator ko‘rinishida hosil bo‘ladi. X(x) va T(t)
funksiyalarni (1) tenglamaga olib borib qo‘ysak,

U(x)=Z5=1 Un () sin—=x (13)

va f(x,t) uchun

f(x,)=2%_, f,(t) sin ‘;—“x (14)

Furye gatorlarini hosil gilamiz. (14) tenglikdan Furye koeffitsientini topamiz [3]:
f.(t) = %f; f(x,t) sinnl—nx (15)

Bu qiymatlar ((13), (14)) ni (1) ga qo‘ysak,

S {(5-2)2Un(D + U, (8) — fa (D)} sin==x = 0 (16)
tenglik hosil bo‘ladi. sin—=x # 0 ekanligidan,

T aUa® +UW® - f(H=0  (17)

tenglama kelib chigadi. (17) tenglamaning yechimi oddiy differensial tenglamalar
kursidan bizga ma’lum.
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() = A,
Un(t) =0,
U,n(t) = U/,
f,(t) =f
Belgilashlar kiritib, (17) tenglamani Bernulli usuli yordamida ishlaymiz. [4]
U’ +AU-f=0 (18)
U(®)=g(t)-v(t) (19)
desak,
U')=g (1)v@®)+v'(1) -9(t) (20)

bo‘ladi. (19) va (20) ni (18) tenglamaga olib borib qo‘yib, g va v ni topamiz.
g v+v'g+Agv-f=0
gv+(v’'+4v)g-f=0
v’ +Av=0
dv _

—=-Av
dt

L _Adt

v
In(v)=-A(t+ C;)
V:e—A(t+ Cl)
gv-=0

d_‘g:e—A(H’ Cl) = f
dt

dg:f e A+ Cdt
t - -
g=J, f(t) e Dd
NATIJALAR
v va g funksiyalarni (19) tenglamaga qo‘ysak,
Un(® = [{ (0 e T D4 (21)
(21) ni (13) ga qo‘yib, yechimni
UOG)=E5 { ) fa(0) ey sin<Tx (24)
ko‘rinishda yozish mumkin. Ushbu yechimni
f,(t) ning ifodasini o‘rniga qo‘yish va qator tekis yaqinlashuvchanligiga asosan uni
hadlab integrallash mumkinligidan foydalanib
_tl
Uxt)= [, J, G(x &t — &)f(e, 1) dedt
ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda

G(x,y, 2)= %Zﬁll e_(nl_ﬁ"")2Z sin nl—nx sin nl—“ e (25)
Odatda ushbu G(x, y, z) funksiya nuqgtaviy issiglik manbai funksiyasi deb

aytiladi.
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MUHOKAMA
Turmush hayotimizda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan isssiqlikning to‘g‘ri
chiziq, tekislik va fazoda targalish jarayoni, shuningdek diffuziya hodisasi parobolik
tipli tenglamalar orqali o‘rganiladi. Bu tenglamalar uchun ham to‘lqin
tenglamasi kabi chegaraviy va Koshi masalari tenglama yechimini bir giymatli ajratib
olishga imkon yaratadi va ular belgilangan rejimga asosan tanlab olinadi.
XULOSALAR
Biz bu magolamizda chekli uzunlikdagi sterjenda qo‘yilgan aralash masalalarning
limitik holi sifatida aniglagan chegaralanmagan uzunlikdagi sterjenda issiqlik targalish
tenglamasiga qo‘yilgan Koshi masalasining yechimi xuddi giperbolik tenglamalar
uchun chegaraviy masalalrni yechishda qo‘llanilgan ozgaruvchilarni almashtirish yoki
Furye usuli yordamida topilib, yechim Puasson integrali deb ataluvchi integral shaklda
tasvirlanishini ko‘rdik.
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