
GOLDEN BRAIN                                ISSN: 2181-4120                         VOLUME 2 | ISSUE 1 | 2024  

  

 

https://t.me/goldenbrain_journal                Multidisciplinary Scientific Journal                  January, 2024 156 

 

 

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

Ашурова Зебинисо Рахимовна 

Доцент каф, Точных наук.Уз-Фин.ПИ, доцент каф.  

Математический анализ, СамГУ им. Ш.Рашидова. 

 

Жураева Нодира Юнусовна 

кандидат физ-мат. наук, доцент кафедры высшей математика, 

ТУИТ им. Мухаммада Ал-Хоразмий 

 

Маллаева Феруза Уткуржоновна 

Студентка 2 курса Математического факультета,  

СамГУ им. Ш.Рашидова. 

 

АННОТАЦИЯ 

В этом работе изучается функции Карлемана- заданное в множестве 2-

мерного Евклидово пространства (𝛥2𝑢(𝑦) = 0),    с помощи её получается 

некоторые свойство полигармонические функции 2-го порядка. 
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ABSTRACT 

In this article we consider Carlеman’s functions, to find   integral representation 

for the polygarmonious functions (𝛥2𝑢(𝑦) = 0) defined in unbounded domain of  

Euclidean space obtaining an integral representation.  

Keywords: Phragmen-Lindelof type theorems, biharmonic functions, Carleman’s  
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Введение: 

Если гармоническая функция и ее нормальная производная ограничены на 

границе D и 𝑢(Р) неограниченна внутри, то при Р → ∞ она должна расти внутри 

D со скоростью, не меньшей некоторой предельной, оценить эту предельную 

скорость роста. Эта задача была предметом исследования работ М.А.Евграфова, 

И.А.Чегиса, Е.М.Ландиса [1], Т.Карлемана М.М.Лаврентьева, 

Ш.Ярмухамедовым [2], З.Р.Ашуровой, Н.Жураевой  и У.Жураевой [3]- [8],    др. 

Е.М.Ландис в книге -Уравнения второго порядка эллиптического и 

параболического типов. Москва, 1971 г.55 стр.)- поставил задачу в виде -  Пусть 

в цилиндре 0 ≤ ∑ х𝑙
2𝑛−1

𝑘=0 < 1 расположена область, уходящая в бесконечность 

(в одну или в оба стороны – все равно) в граница Г этой области как угодно 

гладка .    

 Пусть в области определено решение и уравнение  ΔΔu = 0 как угодно 

гладкое вплоть до границы и 𝑢|Г = 0,  
𝜕𝑢

𝜕𝑛
|

Г
= 0 . Следует ли отсюда, что 

неограниченно (экспоненциально растет при уходе на бесконечность). 

Первый результат в этом направлении в 1926 году получил Т.Карлеман (для 

класса ограниченных функций в области D  одного специального вида.      

М. М. Лаврентьев впервые разработал новую идею, связывающую 

исследова ние Т.Карлемана. Используя идеи М.М.Лаврентьева для 

гармонических  функций  а также для  полигармонических функций  заланных в 

ограниченных областях эту задачу  Ш.Я.Ярмухамедов, в работе [2] впервые 

предлагает метод построения семейства фундаментальных решений уравнения 

Лапласа-так называемая в настоящей времены  «функции Грина-Ярмуҳамедова».  

Позже подбирая функцию Грина-Ярмухамедова нужным образом 

З.Р.Ашурова для некоторых неограниченных областей получая интегральное 

представление доказала несколько теорем типа Фрагмена-Линделефа и 

единственности для гармонических функций многих переменных. 
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Рассмотрим бигармонических функций заданные в области 𝐷, 

𝐷 = {𝑦: 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑅2, −∞ < 𝑦1 < ∞, 𝑦2 ∈ 𝑅, 0 < 𝑦2 <
𝜋

𝜌
, 𝜌 > 0} , 𝑟 =

√∑ (у𝑗 − х𝑗)22
𝑗=1 , 𝑠 = (у1 − х1)2. Определяем функцию Ф(y, x) при 𝑠 > 0 :    

Ф(y, x) = 𝑐0 ∫ Im [
exp(ω2)

ω−x2
] (u2 − s)du

∞

√s
, ω = iu + y2. 

при          𝐴0 = (𝑦2
2 − 𝑢2), A1 = (𝑟2𝑡 + 𝑠 − y2

2) ,  𝐴2 = 2𝑢𝑦2 

Так, как данная функция имеет вид 

Ф(y, x) = c0 ∫ exp A0

(y2 − x2) sin( A2) − u cos( A2)

((y2 − x2)2 + u2
(u2 − s)du

∞

√s

 

Обозначая               𝐽1 = c0 ∫
(ym−xm) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

√𝑟2𝑡+𝑠    

1

𝑒𝑥𝑝 A1

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1+𝑡)
,       𝐽2 =

c0 ∫
𝑐𝑜𝑠 𝐴2

𝑒𝑥𝑝 A1

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1+𝑡)
 

имеем Ф(y, x) = 𝑟2(𝐽1 − 𝐽2). 

Используя лемму доказываемой Умидахон  Жураевой: Если  𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) 

гармоническая функция  в 𝑅𝑚  по  переменной 𝑦  включая и точку  𝑥 , то  

справедливо равенство    

                                        𝛥𝑟𝑘𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑟𝑘−2𝜙𝜎,1(𝑦, 𝑥),   где   

               𝜙𝜎,1(𝑦, 𝑥) = 𝑘(𝑚 + 𝑘 − 2)𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) + 2𝑘 ∑ (у𝑗 − х𝑗)
𝜕𝜙𝜎(𝑦,𝑥)

𝜕у𝑗

𝑚
𝑗=1  

функция тоже является гармонической функцией в 𝑅2 по переменному  𝑦 

включая и точку  𝑥. т.е     𝑟2𝜙𝜎(𝑦, 𝑥), является бигармонической функцией, легко 

доказать:  

Теорема 1. Функция  Ф(y, x) −бигармонических функция.  
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Доказательство теоремы. Так, как под интегралом мы можем 

дифференцировать поэтому легко докажем гармоничность  (𝐽1 − 𝐽2) , тогда 

используя лемму доказываемой Умидахон Жураевой функция  𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) =

(𝐽1 − 𝐽2),   Ф(y, x) будет полигармоническая функция второго порядка.  

Теорема 2. Для функции  Ф(y, x): верно 

Ф𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑐0(𝑟2 𝑙𝑛 𝑟 + 𝐺𝜎(𝑥, 𝑦)), 

где 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥)  регулярная по переменному у и непрерывно 

дифференцируемая на 𝐷. 

Теорема 3.    Для функции Ф(y, x) = 𝑟2(𝐽1 − 𝐽2) справедлива неравенства:                                

|Ф𝜎(𝑦, 𝑥)| ≤ (
1

𝑟
+ 1)

с0

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
, 𝐴 = 𝑎сℎαρ1. 
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