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АННОТАЦИЯ 

В этом работе рассматрывается полугармонические функции 2-го порядка 

заданное в некотором  неограниченном множестве 2-мерного пространства 

(𝛥2𝑢(𝑦) = 0)   получив интегральное представление с помоши её получается 

теоремы типа Фрагмена – Линделефа 

Ключевые слово: гармонические функции, бигармонические функции, 

интегральное представление.  

 

ABSTRACT 

In this article we consider Carlеman’s functions, to find   integral representation 

for the polygarmonious functions (𝛥2𝑢(𝑦) = 0) defined in unbounded domain of 

Euclidean space obtaining an integral representation.  

Keywords: Phragmen-Lindelof type theorems, biharmonic functions, Carleman’s 

function, integral representation. 

https://t.me/goldenbrain_journal
mailto:zeb1957niso@gmail.com


GOLDEN BRAIN                                ISSN: 2181-4120                         VOLUME 2 | ISSUE 1 | 2024  

  

 

https://t.me/goldenbrain_journal                Multidisciplinary Scientific Journal                  January, 2024 119 

 

Введение 

В данной работе рассматривается задача: если гармоническая функция и ее 

нормальная производная ограничены на границе D и 𝑢(Р)  неограниченна 

внутри, то при Р → ∞ она должна расти внутри D со скоростью, не меньшей 

некоторой предельной, оценить эту предельную скорость роста. Эта задача была 

предметом исследования работ М.А.Евграфова, Е.М.Ландиса, [2], Т.Карлемана 

М.М.Лаврентьева, Ш.Ярмухамедовым [4]- [5], З.Р.Ашуровой [3]- [5], 

Н.Жураевой [5]- [6], и У.Жураевой [7]- [77], др. 

При условии, когда D  - односвязная ограниченная область со спрямляемой 

границей D , то для некоторого класса функций f  ( например класса Харды 

)(1 DH  ) справедлива формула Коши восстанавливает функцию по ее значениям 

на D . 

Первый результат в этом направлении в 1926 году получил Т.Карлеман (для 

класса ограниченных функций в области D  одного специального вида.  

Ядра Коши может быть представлена с помощью веденного 

М.М.Лаврентьевым  понятия функции Карлемана.  

В своих работах М. М. Лаврентьев впервые разработал новую идею,  

связывающую исследование Т.Карлемана и  А. Н. Тихонова и на ее основе, по 

заданной паре функций, приближающей данные Коши с заданной погрешностью 

(уклонением), построил функционал зависящий от  положительного параметра 

(параметра регуляризации), согласованного с погрешностью исходных данных и 

числом, характеризующим компакт. 

Шароф Ярмухамедович Ярмухамедов, в работах [2] впервые предлагает 

метод построения семейства фундаментальных решений уравнения Лапласа.  

Использовав разного видов ядро Ярмухамедова  З.Р.Ашурова [5]позже Н.Ю. 

Жураева [6] (при произвольных нечетных m   и четных m когда 2n < m ), 

Жураева У.Ю.  (при произвольных четных m когда 2n ≥ m)получили ряд [7] . 

Рассмотрим бигармонических функций заданные в области 𝐷, 
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𝐷 = {𝑦: 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑅2, −∞ < 𝑦1 < ∞, 𝑦2 ∈ 𝑅, 0 < 𝑦2 <
𝜋

𝜌
, 𝜌 > 0} ,  -2-

мерное евклидово пространство, 𝑟 = √∑ (у𝑗 − х𝑗)22
𝑗=1 , 𝑠 = (у1 − х1)2. В данной 

работе построив функцию удовлетворяющей условию функцию Карлемана, с 

помощи её намерены получать интегральное представления. 

Функцию Ф(y, x) при 𝑠 > 0:                    

Ф(y, x) = 𝑐0 ∫ Im [
exp(ω2)

ω−x2
] (u2 − s)du

∞

√s
, ω = iu + y2.                                (3) 

При обозначениях  где          𝐴0 = (𝑦2
2 − 𝑢2),    𝐴2 = 2𝑢𝑦2 

данная функция имеет вид 

Ф𝜎(𝑦, 𝑥) = c0 ∫ Im [exp A0

(cosA2 + isinA2)

(ym − xm)2 + u2
] (u2 − s)du =

∞

√s

 

 

= c0 ∫ exp A0

(y2 − x2) sin( A2) − u cos( A2)

((y2 − x2)2 + u2
(u2 − s)du

∞

√s

 

при преобразовании  

u2 − s =  𝑟2t, u2 = 𝑟2𝑡 + 𝑠, 2udu = r2d𝑡, du =
r2d𝑡

2√𝑟2𝑡 + 𝑠
 

Фσ(y, x)    обладает вид 

 

Фσ(y, x) = c0𝑟2 ∫
(ym − xm) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

√𝑟2𝑡 + 𝑠     𝑒𝑥𝑝(A1)

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
− c0𝑟2 ∫

𝑐𝑜𝑠 𝐴2

𝑒𝑥𝑝(A1)

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
= 

= c0𝑟2 ∫
(ym − xm) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

√𝑟2𝑡 + 𝑠    

1

𝑒𝑥𝑝 A1

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
− c0𝑟2 ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝐴2

∞

0

1

𝑒𝑥𝑝 A1

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
 

 

  A1 = (𝑟2𝑡 + 𝑠 − y2
2)   и обозначая 

𝐽1 = c0 ∫
(ym − xm) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

√𝑟2𝑡 + 𝑠    

1

𝑒𝑥𝑝 A1

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
, 𝐽2 = c0 ∫

𝑐𝑜𝑠 𝐴2

𝑒𝑥𝑝 A1

∞

0

𝑡𝑑𝑡

(1 + 𝑡)
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имеем Фσ(y, x) = 𝑟2(𝐽1 − 𝐽2)  убедимся в гармоничности     (𝐽1 − 𝐽2) ) ,    

функция     Фσ(y, x)  будет полигармоническая функция второго порядка. т.е. 

является бигармонической функцией.       
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