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FUNKTSIYANIN SHARTSIZ EKSTREMUMIN KVAZINYUTON
USILINDA TABIW

Allanazarov J.P

Ajiniyaz atindagi NMPI dotsenti

ANNOTATSIYA
Kop ozgeriwshili  funktsiyamin  shartsiz  ekstremumin  tabiwga arnalgan
kvazinyuton usilimin basqa usillardan ozgesheligi korsetilgen ham oni amelde

gollaniliw joli misaldi sheshiwde qollanilgan.

ANNOTATSIYA
Ko ‘p o zgaruvchili funktsiyaning shartsiz ekstremumini topishga bag ‘ishlangan
kvazinyuton usulining boshqa usullardan xossasi yoritilgan va uni amalda qo ‘llanilish

vo ‘li misolni yechishda qgollaniigan.

AHHOTALIUA
Haxooicoenuro 6e3ycnoenoco sxcmpemyma MHO2OMEPHOU PYHKYUU NO CPABHEHUIO
c Opyaumu Memooamu UCNOIb3Yemcs U MemoO K8A3UHbIOMOHO8, NPUEEOeHbl
0CODEeHHOCMU U3 OpY2UX MEeMOO08 U CNOCOD €20 NPUMEHEHUS HA NPAKMUKE UCHOJIb3Y5

npu peuieHuy npumepa.

ABSTRACT
To find the unconditional extremum of a multidimensional function in comparison
with other methods, the quasi-Newton method is also used, features from other methods

and a method of its application in practice are given using the example solution.

Multidisciplinary Scientific Journal December, 2023 47



https://t.me/goldenbrain_journal

GOLDEN BRAIN ISSN: 2181-4120 VOLUME 1 | ISSUE 35| 2023

Nyuton usilin gollaniw ushin f(x) funktsiyasinin’ Gesse matritsasin tawip, og‘an

keri matritsani aniqlaw kerek boladi. Ko*pshilik jag‘daylarda minimum noqati izlenip
atirg‘an  f(x) funktsiyasinin’ Gesse matritsasi belgisiz boliwi, ya on1 esaplaw usili
quymnshiliglar menen baylanishi boliwi yamasa ol sanli usillardi qollamiw argali
tabiliw1 mu’mkin. Bunnan tisqari, nxn o‘lshemli Gesse matritsasina keri matritsani
esaplag‘anda orinlanatug‘in ko‘beytiw a’melinin’ san1 »* qa proportsional boladi. Bul
n nin’ salistirmali u’lken bolmag‘an ma’nislerinde a’dewir u’lken shama bolada.
Nyuton usilinin® ko‘rsetilgen kemshiliklerinen qutiliw ushin iteratsiyaliq
protsesstin’ barisinda Gesse matritsasin ha’m og‘an keri matritsan1 jasaw talap
etilmeytug‘in, al olardi juwiqlastiriw iske asirilatug‘in, onin’ bir neshe o‘zgertilgen
tu’rleri islenip shig‘ilg‘an. Bul iteratsiyaliq protsesstin’® ha’r bir adiminda
ormlanatug‘mn arifmetikaliq a’mellerdin’ sanin a’dewir azaytiwg‘a mwmkinshilik
beredi. Sha’rtsiz ekstremum ma’selelerin sheshiwdin’ bunday usillar1 kvazinyutonlg
yamasa o ‘zgermeli o ‘Ishemler usillar: dep ataladi (“kvazi” qosimtasi latinnin’ “quasi”

9% ¢ 2% ¢¢ 9 <6

degen so‘zinen aling‘an bolip, bizin’she “day”, “dey”, “tay”, “tey”, styaqli, tap, uqsap
qosimtalarina sa’ykes keledi). Belgili kvazinyuton usillarinin’ ko‘pshiligi, f(x)

funktsiyas1 Nyuton usilinda ko‘rsetilgen ga’siyetlerge iye bolg‘anda, siziqlidan joqari
tezlik penen lokal jiynaqli bolatug‘ini da’lillengen [1,2,3].
Endi geypara kvazinyuton usillarinin’ esaplaw algoritmleri menen tanisamiz.

Meyli f(x) eki ret u’zliksiz differentsiallanatug‘in funktsiya bolsin. Sonda mina

iteratsiyaliq usildi qaraymiz:
N Py XS TC R = gy O, (1)
Bundagt H, matritsasm, ol bazi bir ma’niste (f"(x*))" matritsasmn

juwiqlastirg‘anday etip saylap alamiz. Bunin’ ushin

)

ten’liginde  f"(x**") aynimag‘an matritsa dep uyg‘arip,

f!(x(k)) _f!(x(k+1)) — fﬂ(x(kJrl))(x(k) _x*)+ O(HX(k) _x(k+1)

x® — x*V1 shamasi

menen salistirg‘anda a’dewir joqari ta’rtipli kishi ag‘zalarg‘a shekemgi da’llik penen
(fn(x(k+l)))_1 (fr(x(k+l)) _ f/(x(k) )) ~ x B _ (2)
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juwiq ten’ligin jaziwg‘a boladi. Egerde bunda
1
£ (x) == (dx,x)+(b,x) 3)

ko‘rinisindegi kvadratliq funktsiya ha’m A4 -simmetriyali on’ aniqlang‘an matritsa

bolsa, onda f'(x)=4x+b, f"(x)=4 boladi. Buljag‘dayda (2)juwiqten’ligi minada’l

ten’ligine aylanadi:
(f”(x“‘“)))_l Ay = Ax®
Ax®) = 6D 0 AL 1y er
Sonhqtan (f "(x(k)))_l matritsasin juwiqlastiritwsh1 #, , matritsasi ushin
H,, Ay =Ax® “@
sha’rtinin’ orimlaniwin talap etiw ta’biyg‘ry na’rse boladi. Bul sha’rt

kvazinyutonliq sha’rt dep ataladi. Ol (f")" matritsasin juwiglastirtwdin’ ko‘plegen

usillarinin’ tiykarinda jatadi. Ha’r bir adiminda (3) kvazinyutonliq sha’rtleri
orinlanatug‘in, sha rtsiz ekstremum ma selelerin sheshiw usillar: da kvazinyutonlig
usillar dep ataladh.
Meyli iteratsiyaliq usildin’ bir adiminan ekinshisine o‘tkende (/)" matritsasin

juwiqlastiratug‘in matritsa

H,, =H, +AH, (5)

formulas1 menen aniglanatug‘in bolsin. Bundag‘1 qosimsha A#H, matritsasin (4)-
sharti orinlang‘anday etip saylap aladi. Bunin’ ushin (4)-ni to‘mendegi ko‘riniste
jazadi:

AH, Ay® =Ax" -H, Ay"™

Bul ten’likti
1

_ * _ ®). ,®
A, = ) (Ax® — H Ay®)- 2 (6)
formulas1 menen aniqlang‘an, rangi 1 ge ten’ matritsa qanaatlandiradi. Bunda

z("),(z("’,Ay”‘) );t 0 sha’rtin qanaatlandiratug‘in, qa’legen vektor. Bul jerde ha’m

paragraftin’ aqirina shekem u = (u,,u,,...,u,), v=,v,,..,v,) vektorlar1 ushin
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Wy, Uy, .. Uy,
Uy V) UV, o ULV,
u-v=
u,v, UV, . UV,

belgilewi paydalaniladi.
Sonda z® =Ax" —H,Ay"® dep alip ha’m (6) da (Ax"® — 7, Ay, Ay) =0 dep
uyg‘arip, (5) ni to‘mendegishe jaziwg‘a boladi:

(Ax(k) —HkAy(k))~(Ax(k) —HkAy(k))
(Ax(k) —HkAy(k),Ay(k))

H,, =H +

(7)

Ko‘binese, (3) sha’rtin ganaatlandiratug‘in mina formulalardan da paydalanadi:

Ax(k) _Ax(k) H Ay(k) ~Ay(k)
He,=H,+ (Ax(k)’Ay(k))_ ([gkAy(k)’Ay(k))[;k

: ®)

H. Ay, Ay®)] Ax® - Ax®
H,.,=H, J{H ( (Akx(yk)’Ay()ii)) )} (Ax(k),Ay(k))_
(A Ay, H (- Ax)
(A.x(k),Ay(k)) (Ax(k),Ay(k))

)

Bul (7), (8), (9) formulalarinan paydalang‘anda baslang‘ish H, matritsasi

esabinda qa’legen on’ aniglang‘an simmetriyali matritsan1 aliwg‘a boladi. Is ju’zinde

H, matritsas1 esabinda ko‘binese birlik matritsani aladi.

Kvazinyutonliq usillarda adimnin’ uzinlig‘1 ko“pshilik jag‘daylarda, berilgen
to‘men tu’siw bag‘itinin’ u’stinde

f(x™ +akh(k))=m>i(7)1f(x(k) +ah™) (10)

ma’selesinin’ sheshimi esabinda aniglanadi. Ayirim jag‘daylardi adimnin’
uzinlig‘in saylap aliwdin’ basqa usillarinan da paydalanadi. Ma’selen, Nyuton

usilindag‘i siyaqli «, =1 dep aladi yamasa «, nin’ ma’nisi adimdi maydalaw arqali

aniglanadi ((4.6) formulasina garan’).

Dara jag‘dayda (3) kvadratliq funktsiyast ushin (1), (7)-(9),(10) u’sh usili da

2)

qa’legen x'” € E" baslang‘ish juwiglasiwinan birdey x*,x®,...,.x"” noqatlar izbe-

izligine alip keledi. Sonin” menen birge, m, = (/""" =4,y = x' = 4b = argmin £(x)
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ten’likleri ormlanadi, yag‘niy kvazinyutonliq usillar kvadratliq funktsiyanin’
minimumin » adimda tabiwg‘a mu’mkinshilik beredi.

Kvadratliq emes funktsiyalar ushin bunday jag‘daylar duris bola bermeydi.
Biraqta, baz1 bir uyg‘ariwlarda £ — « ke umtilg‘anda

H, —(f”(x("’))_l -0, x* 5x

umtilatug‘inin ha’m jiynaqliliq tezligi siziglidan joqari bolatug‘inin ko‘rsetiwge
boladi [12,21,23]. Ma’selen, egerde f(x) E”" ken’isliginde eki ret u’zliksiz
differentsiallanatug‘in, qatan’ oyis funktsiya bolsa, onda qa’legen x € E”
baslang‘ish juwiglasiwinda (1), (8), (10) formulalari menen aniqlang‘an {x*}
noqatlar izbe-izligi x* minimum nogqatina jiynaqli boladi. Al, egerde f(x)< f(x*)

ten’sizligin qanaatlandiratug‘in barliq x lar ushin

or@ are)|. Ml
‘ ox,0x;  Ox,0x, ‘ B

, I,j=12,...n

ten’sizlikleri orinli bolsa, onda {x*’} noqatlar izbe-izligi x~ noqatina s1ziglidan
joqari tezlik penen jiynaqli boladi [4].
Kvazinyutonhq usillardin’ o ‘zgermeli o ‘Ishemler usili dep te ataliwinin’
ma ’'nisi minada. Qa’legen simmetriyal1 ha’m on’ aniglang‘an H, matritsasi
(u,v), = (H,u,v) skalyar ko‘beymesin ha’m onin’ menen baylanisqan o‘lshemdi
aniqlaydi. Haqiyqatinda da, 7 +ax®)— sy 0‘siminin’ s1ziqh u’lesi
() ax®) = (H, H (e, a9 )= (H £/(x®),A¢®), ko‘rinisine iye boladi. Sonligtan,
H'f'(x") vektorin (,), skalyar ko‘beymeli ken’isliktin’ x“’ nogatindag‘i f(x)
funktsiyasinin’ gradienti dep esaplawg‘a boladi. Solay etip, (1) usili gradientlik
usildin’ o‘zgermeli o‘lshemli ken’islik ushin uliwmalastiriliw1 bolada.
Kvazinyutonliq usillar sha’rtsiz optimizatsiyalaw ma’selelerin sheshiwdin’
na’tiyjeli usillar1 boladi. Olar jetkilikli jogar1 jiynaqliliq tezligine iye bolip, esaplaw
algoritmlerin iske asirg‘anda funktsiyanin’ ekinshi ta’rtipli dara tuwindilarinan
du’zilgen Gesse matritsasin ha’m og‘an keri matritsani aniglaw siyaqli u’lken

ko‘lemdegi esaplaw jumislarin ormnlawd talap etetug‘in quramali ma’seleler
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sheshilmeydi. Biraqta bul usillar minaday kemshilikke iye: ken’isliktin’ o‘Ishemi »

u’lken bolg‘anda iteratsiyaliq protsesstin® ha’r bir adiminda A, matritsalarin esaplaw
ha’m saqlaw EEM nin’ yadinin’ ko‘lemine joqari talaplar qoyada.

Misal. To‘mendegi kvadratliq funktsiyanin’ minimum noqatin kvazinyutonliq
usil menen tabin’:

f(x,,x,) =4x +3x3 —4x,x, +x,

Sheshiliwi. Ma’selenin’ sheshimine x = (0,0), baslang‘ish juwiglasiwin alip,
kvazinyutonliq usild1 qollaniw ushin to‘mendegi esaplawlardi orinlaymiz:

L0 =Bx, —4x, +1; 6x, —4x,) £ O)=10), f(x)=£(0,0)=0

I-adimi. a) 2@ =—f'(x) =—£'(0,0) = (-1,0)’;

rereeren ({13

P (@) =4(-a) +(-a)=4a’ -a,

9, (@)=8a-1=0, a=a,=1/8;

x = (-1/8, 0);

f'(xP)=(0, 1/2);
10 . :
b) k=1 bolg‘anda H, =H,+AH,, H,= {0 J = E - birlik matritsa;

V) AH, ha’m H, matritsalarin aniglaw ushin (8) formulasinan paydalanamiz.

Bunin’ ushin da’slep to‘mendegi shamalardi esaplaymiz:

oo o (~U8) (0Y (-8} r
Ax©® = O x()_( . J (Oj_( 0 J_( 1/8, 0),
My = [ = f1(x") = (1?2} —((l)j = (1_/3 =1 1/2)1;

1/64 0 1 -1/2
Ar©@ . Ax© — / L AO A = / :
0 0 ~1/2  1/4

3

Ax? - Ax© 8[1/64 0}_{1/8 o}
0 0

(Ax(O),Ay(O’)=1/8; W: 0 0

HAy® = (=1, 112, (H,ap®, Ay©)=5/4;
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0 0 _ 1 0 1 -1/2] 11 0 — ! _1/2'
Ho(Ay“-Ay”)Ho—{O 1”—1/2 1/4Ho 1}{—1/2 1/4}

HO(Ay‘O)-Ay(O))HO_4[1 —1/2}{4/5 —2/5}
(HAy, a9 5

b

~1/2 14| |-2/5 15
[1 0} [1/8 o} {4/5 —2/5} {13/40 2/5}
H, = + ~ =
0 1] |0 of |[-2/5 15 2/5  4/5
g) H, matritsasinin’ duris tabilg‘anlig‘ma iseniw ushin (4) kvazinyutonliq

sha’rtinin’ ormlaniwin ko‘remiz:
13/40 2/5| -1 -1/8
oy [1340 25T 1) [~
2/5  4/5]1/2 0

Demek, H Ay =Ax® = (— 1/8, 0)', yag‘nty kvazinyutonliq sha’rti orinlandi.

2-adimi. a) H,f'(x")= [13/40 2/5}{ 0 }= {1/5}

2/5 4/5 1/2 2/5
o) 1))

11 Y 2 Y 11 2 11
¢0(a)_4(_§_ga’j +3(—§0[] —4[—§—EOZJ(—§0£)+(—§—§05],
goor(a)=8(—l—laj[—1]+6(—zaj(—gj—4(i+iaj_l=l+ia+

8 5 5 5 5 20 25 5 5 25

24 1 16 1 _8a+24a—-16a 1 _16 116 1

—a————0a-—= ——=—a-—, a——=0,

25 5 25 5 25 5 25 5 25 5

g msie s A LS_ 1 L3 e 25 1
8 516 8 16 16 5 16 8

= (-316,-18); () =-332, f(P)=f'(-316,-1/8)=(0.0)

Demek, x" =x® =(-3/16,-1/8) vektor1 berilgen ma’selenin’ sheshimi boladi.
Berilgen funktsiya kvadratliq funktsiya bolg‘anligtan ha’m esaplawlar qa’tesiz
orinlang‘anligtan ma’selenin’ da’l sheshimi kvazinyutonliq usildin’ ekinshi adiminda

aq tabildu.
Kvazinyutonliq usillardi qollaniwg‘a baylanisl, olardin” minaday jagsi

ga’siyetin ayrigsha atap o‘temiz: £ nin’ o‘siwi menen H, matritsast Gessenin’

J 7' (x"*) keri matritsasina umtiladi. Ma’selen, jogaridag‘i misal jag‘dayinda
o { 8 - 4} S {3/16 1/8}
~4 6 /8 1/4
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boladi. Endi (8) formulasinan paydalanip, #, matritssin esaplaymiz:

a) AxV =x? —x =(-1/16, ~1/8)
Ay = 1) - 1y = (0, 0) (0. 1/2) = (0, ~1/2);
b) & =[13/40 2/5}{1/16 1/8}_[1/5 2/5}=[3/16 1/8}

2/5 45| | 18 14| |2/5 4/5| | /8 1/4

- : M _ A _ '
Va4 L0 L] <06 -t

yag‘niy kvazinyutonliq sha’rti orinlandi. Demek, H, matritsasi duris tabilg‘an.

Solay etip, bul esaplawlardan H, =J' bolatug‘ini kelip shig‘adi.
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