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Aytaylik, X,Y —chizigli normalangan fazolar bo‘lsin. Ushbu
XxY ={(x,y)|xeX,yeY}
to‘g‘ri ko‘paytma tabiiy ravishda chiziglilashtiriladi:
(0 Y0+ (%o, ¥2) = (X + %, Y1 +Y5)
A(X,y) =(Ax,4y), A —skalyar.
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Ravshanki, bu amallar bilan birgalikda X xY chizigli fazoni tashkil etadi. Bu
fazoda nol-vektor 0=(0;0) dan (x, y) ga garama-garshi vektor —(x,y) =(-1)-(x, y)dan

iborat. (Xx,y) vektorni (Xx,y)=(x,0)+(0,y) ko‘rinishda ifodalaylik va (x,0) vektorni
X bilan, (0,y) vektorni esa y bilan tenglashtirib, X xY =X @Y (to‘g‘ri yig‘indi) deb
tushunushimiz mumkin.

X xY chizigli fazoda norma quyidagicha kiritiladi:
[ W[ =IxI+yl @nigrog: [ V)., =X, + 1Yl )

Bunda, agar X va Y lar Banax fazosi bo‘lsa, X xY ham Banax fazosi bo‘ladi.

A: X xY —Z (Z —chizigli fazo) chizigli operatorni
Ac(x)=A(x,0) va A (y)=A(0,Yy)
deb quyidagicha chizigli operatorlar yig‘indisi sifatida tasvirlash mumkin:
A y)=A)+A (). (1)

Aksincha, A, : X —>Z va A, :Y —» Z chizigli operatorlar juftligi (1) formulaga
ko‘ra A: X xY - Z,A=(A,A ) chizigli operatorni aniglaydi.

F:XxY —Z operator (akslantirish) dan x,e X ni tayinlab F(x,,0):Y —Z
operatorni, y,e€Y ni tayinlab esa F(o,Y,): X —>Z operatorni tuzishimiz va
F (X, Yo) € L(Y;Z) va F/(x,Y,) € L(X;Z) hosilalarni (anigroq: xususiy hosilalarni)
aniglashimiz mumkin.

Faraz qgilaylik, F/(x,y) va Fj(x,y) hosilalar (x,,Y,)e X xY nugtaning biror
atrofida mavjud bo‘lsin. U holda quyidagi baholash o‘rinli

|F (% + i Yo +h,) = F (X, o) = Fi (%, Yo)h = Fy (%, Yo)hy | <

< sup [|F/(% +6h, Yo +6h) = F (X, Yo) |- [+
0<0,01<l

+ sup |
0<¢9,6ﬁ_<1

Fy (% +6h,, Yo +6h,) = F) (%, Yo) ||

Bu baholash chekli orttirmalar formula [1] bevosita kelib chigadi.
Banax fazosida oshkormas va teskari funksiya haqgidagi teoremalar va

ularning ba’zi tatbiglari
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Oshkormas va teskari funksiya haqgidagi teoremalarni Banax fazolarida
isbotlaymiz va ularning chegaraviy masalalarni yechishga tatbig etamiz.

X,Y,Z — Banax fazolari bo‘lsin. Ushbu
S.(x)={xeX||x=x[<a}, Sy(Yo)={yeY[|y=Yo| <B} . W=S,(%)xS,(¥,)
(X €X,Y,€Y) belgilashlarni kiritaylik. F:W —Z akslantirishni garaylik. Biz
F(x,y) =0 tenglamani y ga nisbatan yechish bilan shug‘ullanamiz.

Quyidagi A- shartlar ganoatlangan deb hisoblaymiz.
A shartlar:

1° F (%, ¥o) =0;

2°. F:S,(%)xS,(Y,) — Z akslantirish uzluksiz, F € C(S, (X)) xS,(¥,);Z);

3°. Tayinlangan ixtiyoriy xeS,(x,) uchun F(X,0):S,(y,) =>Z akslantirish
S,(Y,) da Freshe ma’nosidagi D,F (x,y) (e L(Sﬁ(yc);Z))hosiIaga (differensialga)
ega;

49 (x,y)> DyF(x,y) akslantirish W =S_,(x)xS,(y,) ni L(S,(y,);Z) ¢a
uzluksiz akslantiradi.

Teorema (oshkormas funksiya hagidagi). Faraz qilaylik, F:W —Z
akslantirish A shartlarni ganoatlantirsin. Agar D,F (X,,Y,)— chizigli gomeomorfizm,
ya'ni D/F(%,,Y,)€L(S,(Y,);Z) va [DyF(xO,yo)]_leL(Z;Sﬂ(yo)) bo ‘Isa, u holda x,
nugtaning X dagi shunday U atrofi va y, nugtaning Y dagi shunday V atrofi
topiladiki, vx eU uchun y ga nishatan F(x,y)=0 tenglamaning yagona y = f (x) eV
yechimi mavjud bo ‘ladi. Bunda f :U —V akslantirish uzluksiz.

Isboti. Ushbu

G(x¥)=y=D,'F (%, ¥o) F(xy)

akslantirishni  garaylik. Ravshanki, F(X,y)=0 tenglamaning yechimi
G(x,y)=Yy tenglamanining yechimidir va aksincha. Oxirgi tenglamadagi G(xy)

funksiya quyidagi xossalarga ega:
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1. G(Xo, Yo)=Y, (1° gako‘ra)
2. G(x,y) va D,G(x,y) lar (x,y) lar bo‘yicha uzluksiz (2°, 3°, 4° ga ko‘ra).
3. D,G(X,Y)=0 ( D,G(x,y)=1-D,'F(X,,Y¥,)-D,F(x,y) , I— birlik
akslantirish).
D,G(x,y) uzluksiz ~ bo‘lganligi uchun 'y, nugtaning  shunday
Vi(Yo)={yeYI|y-voll<ric{yeYl|ly-vo|< B} atrofi ~mavjudki, ixtiyoriy

(Yo Y.} <V, (Y,) va X, ga yaqin x lar uchun (chekli orttirmalar formulasi):

|G (%, %1)-G(x.Y,) ||<(sup D,G (X, Y, +t( 2—yl))Hj-Hyl—y2||£%||y1—y2||

O<t<1

1)

bo‘ladi. G uzluksiz bo‘lganligi uchun esa x, nugtaning shunday yetarlicha kichik
U, (%)={xe X [[x=x%]| <8} c{xe X ||x=x|<a} atrofi topiladiki, xeU,(x)
uchun

G (% ¥6)=G (%Yo <5 ©)

bo‘ladi. x,ning va y,ning topilgan shu atroflari biz izlayotgan atroflardir:

U =U§(Xo),V =Vr(y0)'
Shu tasdigni isbotlaymiz. Ixtiyoriy xeU,y eV lar uchun (1) va (2) ga ko‘ra

IG (% )= Yo =[G (%, ¥) =G (X0, Yo )| <G (%, ¥) =G (X, o )| +]G (X, Y6 ) =G (%o, o )| £

=T. (3)

N =

<aly-vol+5< 2+
M bilan
feC(U;Y), F(X)=Yo | fO)-Yo|<T, SXELP||f(X)||<+OO
shartlarini ganoatlantiradigan akslantirishlar to‘plamini belgilaylik. M yopiq

to‘plamdir. Chunki, agar f uning limit nugtasi bo‘lsa, M to‘plamni elementlaridan

f ga yaqinlashuvchi f,, f,,... ketma-ketlik topish mumkin. U holda f ham C(U;Y)
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sinfga tegishli bo‘ladi. Buni ko‘rsatish uchun {x,X,} cU ga ko‘ra ||f(x1)—f(x2)||
ifodani baholashimiz kerak. Shunday ne N nomer topish mumkinki, uning uchun
[f200) = O] <5 [ fulx) = 00 < 5
bo‘ladi. Bu yerda ¢— oldindan berilgan ixtiyoriy musbat son. f, ning uzluksiz
bo‘lganligi uchun topilgan ne N nomer va & ga bog‘lig ravishda x, nugtaning U
dagi shunday r —atrofini topish mumkinki, ||x1—x2||<77 tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha x, larda

[1,0) = fa ()] <5
bo‘ladi. U holda x, nugtaning shu 7 —atrofi uchun
H f (X1) —f (Xz)” < H f (Xl) - fn (Xl)” +H f (Xz) - fn (Xz)”"‘H fn (Xl) —f (Xz)” <

Shuningdek, f(x,)=Y, bo‘ladi, chunki

lim £, (%) =limy, =y, = f(X,).
O°‘z navbatida VxeU uchun ||f(x)—y0||<r , chunki, agar xeU bo‘lsa,

Ve>0; dn,; Vn>ny,;

| 1:n(X)_ f (X)H <ég,
ya’ni
| £ 0= Yol <[ T 00— £, +

& ning ixtiyoriyligidan | f(x)—y,|<r ligi kelib chigadi. Endi |f(x)|<y,+r

| £,00 Yol <& +r.

bo‘lganligi uchun sup| f (x)[ <+e0 bo‘ladi. Demak, f e M
xeU

M to‘plam Banax fazosining yopiq gism to‘plami bo‘lganligi uchun M ham

Banax fazosi bo‘ladi va unda
f(x)=G(x, f(x))
tenglama aniglanadi. G(x,y) funksiyaning xossalari va (1), (2), (3) dan

G:M — M ning gisgartirib akslantirish ekanligi kelib chigadi. Banaxning gisqartirib
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aks  ettirish  printsipiga  ko‘ra yagona feM element mavjudki,
VxeU f(x)=G(x, f(x)) bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.

Eslatma. Agar teoremani shartlari bilan birgalikda F akslantirish n marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, topilgan f:U —V akslantirish ham n marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Masala 1. Quyidagi nochizigli chegaraviy masalani garaylik:

y'+Af(t,y)=0, O<t<z,y(0)=y(r)=0. (4)

Biz ko‘rsatamizki, agar f uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, nolga yagin

A €R lar uchun bu masala yagona yechimga ega bo‘ladi.
Ushbu

X=R, Y ={f [0;7]>R| f eC?[0;7]Af(0)= f(7r)=0}, z =C(|:O;7z:|)

fazolarni kiritaylik. Bu fazolar o‘zlarining odatiy normalariga ega deb
hisoblanadi. F : X xY — Z akslantirishni

F(Ay)=y"+Af(t,y)
formula bilan aniglaylik. F  uzluksiz va F(0,0)=0 ya’ni A=0da (4) masala
y =0 trivial yechimga ega. Shuningdek, agar y, €Y bo‘lsa,

Df(ﬂ,y@(zhz”wi%z,

ya’ni
(4,y)=>D,F(4,y)
akslantirish uzluksiz.

Endi ushbu T =D, F(0,0):Y —>Z chizigli akslantirishni garaylik. Biz shu

akslantirishni chizigli gomeomorfizm ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Ma’lumki [4],
har bir h e C([0;7]) uchun

V' =h(t),0<t < 7, v(0) = V() =0

chegaraviy masala yagona yechimga ega va u
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i —l(ﬂ—t)S,OSSSt
v(t) =] Q(L,s)h(s)ds, Q(t,s)= f ()
’ ——t(z-s),t<s<x

formula bilan beriladi. (5) munosabatdan T *ning in’yektiv va uzluksizligi kelib

chigadi, chunki

[v|=[T*hf|<c|h], c-const.

Demak, oshkormas funksiya hagidagi teoremani barcha shartlari bajariladi.
Shuning uchun nolning yetarlicha kichik atrofidagi 2 <R larda (4) masala yagona
yeY yechimga ega.

Endi teskari funksiya to‘g‘risidagi funksiyani keltiraylik.

Teorema (teskari funksiya to‘g‘risidagi). Aytaylik, X,°Y — Banax
fazolari, U —ae X nugtaning ochiq arofi bo‘lsin. f:U —»Y akslantirish uzluksiz
differensiallanuvchi va Df (a): X — Y —chizigli gomeomorfizm ham bo ‘Isin. U holda
a nugtaning shunday U’ atrofi, f(a) ning shunday V atrofi mavjud va bir giymatli
aniglanadigan shunday g funksiya topiladiki, ular uchun

a) f:U’"—V —Dbiyektiv akslantirish,
b) 9:V —U’'—biyektiv akslantirish va VxeU" g(f(x))=x,

V) geC*(V;U’) va Dg(f(a))= D¢ (@)
xossalar o ‘rinli bo ‘ladi.
Teskari funksiya hagidagi bu teorema oshkormas funksiya hagidagi teoremadan
standart usulda keltirib chigariladi.
Masala 2. Ushbu
X"+ Ax+ f(t,x)=9, x(0)=x(27),x'(0)=x'(27x) (6)
chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda g—27 davrga ega bo‘lgan uzluksiz

funksiya va 4 € R—parametr. Quyidagi fazolarni garaylik:
X =C?([ 0,27 |;R)n{x|x(0) =x(27) AX'(0) =X'(27)}, Y =C([0;27];R).
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Bu fazolarda odatdagicha normalar kiritilgan deb hisoblaymiz.

Jumla. Agar f uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda ba’zi A lar uchun

barcha g larda (6) masala yagona yechimga ega.
Isboti. Aytaylik F: X —Y funksiya

F(X)=X"+Ax+ f(t,X)

formula bilan berilgan bo‘lsin. Tushunarlki,
DF(x)h=h"(t)+ Ah(t) + f,(t, x(t))h(t) Ushbu

X DF(x)eL(X;Y)

akslantirish uzluksiz, ya’ni F akslantirish C' sinfga tegishli. Differensial
tenglamalar nazariyasidan ma’lumki [4],

X"+ Ax=h

tenglama A=n?,n=12,... bo‘lganda har bir 2z davrli uzluksiz h funksiya
uchun 27 davrga ega bo‘lgan yagona yechimga ega va ||x||£C||h||,C—faqat A ga
bog‘lig o‘zgarmas. Demak, DF (0)—X ni Y ga akslantiruvchi chizigli gomeomorfizm.
Teorema 2 ga ko‘ra har bir geY va berilgan A #n? uchun (6) chegaraviy masala
yagona yechimga ega.

Yana bir chegaraviy masala garaylik.

y'+Af(ty,y’)=0, y(0)=0, y(7)=0 (7)

Bu yerda y=y(t)— noma’lum haqiqiy funksiya, A- haqgigiy parametr,
f(t,y,y")— berilgan funksiya; f(c,o,0)eC?([0;7]xRxR,R) deb faraz gilamiz.

Quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. (7) chegaraviy masala A =0 nugtaning biror atrofidagi har ganday 4
uchun yagona yechimga ega bo‘ladi.

Isboti. A=0 da chegaraviy masala y=0 trivial yechimga ega. Quyidagi

normalangan chizigli fazolarni kiritaylik:

X =R, Y ={yeC¥([0;7],R)|y(0)=y(r)=0}, Z=C([0;z],R).
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Bu fazolar odatdagidek normalangan deb garaladi. Quyidagi akslantirishni
garaylik:

F:XxY—>Z, F(A4,yt)=y"{t)+Af(, y),y{t)).

Ravshanki, F uzluksiz va F(0,0)=0. Shuningdek, agar y, €Y bo‘lsa,

w2 OF (6, Yo Yo o (t, Yo, Yo)
D,F(4,¥,)(2)=2"+4 (8{3 ¥o) ;1 2 (6')3//9 Yo) , :

ya’ni
(4, y)=>D,F(4,y)
akslantirish uzluksiz. Endi ushbu T =D, F (0,0): X xY —Z chizigli akslantirishni

garaylik. Bu akslantirishning chizigli gomeomorfizm ekanligini ko‘rsataylik.

Ma’lumki [4], har ganady heC([0;7]) uchun
V'=h(t),0<t <z, v(0)=v(7z)=0 (8)
chegaraviy masala yagona yechimga ega va u
i —l(ﬂ—t)S,OSSSt
v(t) = ge(t,s)h(s)ds, G(t,s) = f (9)

——t(mr—5),t<s<
”(7[ ) T

formula bilan beriladi. (9) munosabatdan T *ning in’yektiv va uzluksizligi kelib

chigadi, chunki
[v|=|T*h|<c|h], ¢=const.
Demak, oshkormas funksiya hagidagi teoremaning barcha shartlari bajariladi.

Shuning uchun nolga yetarlicha yagin 2R larda (7) chegaraviy masala yagona

yeY yechimga ega.
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